
Õàðêiâñüêà îáëàñíà îëiìïiàäà ç ìàòåìàòèêè, 9 êëàñ, 2021 ð.

I òóð

1. Ïåðåä îëiìïiàäîþ ç ìàòåìàòèêè Äìèòðî ïî÷óâ äiàëîã Îëåíêè òà Ìèêîëè ïðî ¨õíi äíi íàðîä-
æåííÿ.
Î: ¾×èñëî òà íîìåð ìiñÿöÿ ìîãî äíÿ íàðîäæåííÿ âäâi÷i ìåíøi çà âiäïîâiäíi ÷èñëî òà íîìåð
ìiñÿöÿ äíÿ íàðîäæåííÿ Ìèêîëè.¿
Ì: ¾Òàêîæ ÷èñëî, êîëè íàðîäèëàñü Îëåíêà, i íîìåð ìiñÿöÿ ìîãî íàðîäæåííÿ ¹ ïîñëiäîâíèìè
íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè.¿
Î: ¾À ñóìà âñiõ öèõ ÷îòèðüîõ ÷èñåë êðàòíà 17.¿
×è çìîæå Äìèòðî çíàéòè ÷èñëî òà ìiñÿöü íàðîäæåííÿ Îëåíêè?

2. Ðîìà íàïèñàâ íà äîøöi 100 ðàçiâ êîæíå ç ÷èñåë 2018, 2019, 2020. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S(n) ñóìó
öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Çà îäíó äiþ Ðîìà ìîæå îáðàòè äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k i
çàìiñòü áóäü-ÿêèõ òðüîõ ÷èñåë a, b, c, ùî íàïèñàíi íà äîøöi, íàïèñàòè ÷èñëà 2S(a + b) + k,
2S(b + c) + k, 2S(a + c) + k. ×è ìîæå Ðîìà çà äåêiëüêà òàêèõ äié äîñÿãòè òîãî, ùîá 299 ÷èñåë
íà äîøöi áóëè ðiâíèìè, à îñòàíí¹ âiäðiçíÿëîñü âiä íèõ íà 1?
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. Äëÿ ÿêîãî íàéìåíøîãî íàòóðàëüíîãî çíà÷åííÿ n äîáóòîê

Pn = a2a3a4 . . . an áiëüøèé 100?

4. Çàäàíi íàòóðàëüíå ÷èñëî k òà íå îáîâ'ÿçêîâî ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà a1, a2, a3,. . . , ak. Âè-
ÿâèëîñÿ, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó ðîçôàðáóâàííi óñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiä 1 äî 2021 â îäèí iç k
êîëüîðiâ òàê, ùîá áóëî ðiâíî a1 ÷èñåë ïåðøîãî êîëüîðó, a2 ÷èñåë äðóãîãî êîëüîðó,. . . , ak ÷èñåë
k-ãî êîëüîðó, çàâæäè çíàéäåòüñÿ òàêå ÷èñëî x = {1, 2, . . . , 2021}, ùî óñüîãî ÷èñåë, ÿêi ïîôàðáî-
âàíi ó êîëið, ùî ñïiâïàäà¹ ç êîëüîðîì ÷èñëà x, ¹ ðiâíî x. ×îìó ìîæå äîðiâíþâàòè ÷èñëî k çà
òàêèõ óìîâ?

5. Íåõàé BM � ìåäiàíà òðèêóòíèêà ABC, â ÿêîìó AB > BC. Òî÷êà P âèáðàíà òàê, ùî AB ∥ PC
òà PM ⊥ BM . Íà ïðÿìié BP îáðàíî òî÷êó Q òàê, ùî ∠AQC = 90◦, ïðè÷îìó òî÷êè B òà Q
ëåæàòü ïî ðiçíi áîêè âiä ïðÿìî¨ AC. Äîâåäiòü, ùî AB = BQ.

II òóð

1. Ïîïàðíî ðiçíi äiéñíi ÷èñëà a, b, c òà d çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

(a2 + b2 − 1)(a+ b) = (b2 + c2 − 1)(b+ c) = (c2 + d2 − 1)(c+ d).

Äîâåäiòü, ùî a+ b+ c+ d = 0.

2. Âiñëþ÷îê Ià-Ià ìà¹ íàáið çi 100 ïàëè÷îê, äîâæèíè ÿêèõ äîðiâíþþòü 2001, 2002, . . . , 2100 ìì.
Âií ðîçëàìàâ öi ïàëè÷êè òàêèì ÷èíîì, ùî óñi ïàëè÷êè, ÿêi â íüîãî òåïåð ¹, ìîæíà ðîçáèòè íà
ïàðè ïàëè÷îê îäíàêîâî¨ äîâæèíè. Äîâåäiòü, ùî Ià-Ià çðîáèâ ùîíàéìåíøå 50 ðîçëàìiâ (êîæíó
ïàëè÷êó ìîæíà ëàìàòè äåêiëüêà ðàçiâ).

3. Äiàãîíàëi ïàðàëåëîãðàìà ABCD ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M ñåðåäèíó
âiäðiçêà AB. Òî÷êó Q âèáðàíî òàêèì ÷èíîì, ùî ïðÿìà QA äîòèêà¹òüñÿ äî îïèñàíîãî êîëà
òðèêóòíèêà MAD, à ïðÿìà QB äîòèêà¹òüñÿ äî îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà MBC. Äîâåäiòü,
ùî òî÷êè Q, M òà P ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.

4. Çíàéäiòü óñi òðiéêè (a, b, c) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü

ÍÑÊ(a, b, c) =
ab+ bc+ ca
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