
Õàðêiâñüêà îáëàñíà îëiìïiàäà ç ìàòåìàòèêè, 10 êëàñ, 2021 ð.

I òóð

1. Ïîðiâíÿéòå ÷èñëà 9
√
9! òà 8

√
8!.

2. Êëiòèíêè 1 × 1, ùî ðîçòàøîâàíi ïî ïåðèìåòðó êâàäðàòà 4 × 4, çàïîâíåíi
÷èñëàìè 1, 2,. . . , 12 òàêèì ÷èíîì, ùî ñóìè óçäîâæ êîæíî¨ ç ÷îòèðüîõ ñòîðií
ðiâíi. Ó ëiâié âåðõíié êóòîâié êëiòèíi ñòî¨òü ÷èñëî 1, ó ïðàâié âåðõíié � ÷èñëî
5, à ó ïðàâié íèæíié ñòî¨òü ÷èñëî 11 (ðèñóíîê). ßêå ÷èñëî çà òàêèõ óìîâ ìîæå
áóòè ðîçòàøîâàíèì â îñòàííié êóòîâié êëiòèíöi?

1 5

11?

3. Êîëà ω1 òà ω2 ç öåíòðàìè â òî÷êàõ O1 òà O2 ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷êàõ A òà B. Ïîáóäîâàíî
òàêó òî÷êó C, ùî AO2CO1 � ïàðàëåëîãðàì. ×åðåç òî÷êó A ïðîâåäåíî äîâiëüíó ïðÿìó, ùî âäðóãå
ïåðåòèíà¹ êîëà ω1 òà ω2 â òî÷êàõ X òà Y âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî CX = CY .

4. Äîäàòíi ÷èñëà a, b, c çàäîâîëüíÿþòü óìîâó a2 + b2 + c2 + a+ b+ c = 6. Äîâåäiòü, ùî ñïðàâä-
æó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:
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5. Ïîñëiäîâíiñòü (an) òàêà, ùî an+1 = (an)
n + n + 1 äëÿ óñiõ íàòóðàëüíèõ n, ïðè÷îìó a1 �

íàòóðàëüíå. Çíàéäiòü íàéáiëüøèé ñòåïiíü ÷èñëà 3, íà ÿêèé äiëèòüñÿ ÷èñëî a101.

II òóð

1. ×èñëà a1, a2,. . . , a13 óòâîðþþòü àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñiþ. Âiäîìî, ùî ÷èñëî a1+2a2+. . .+13a13
¹ ðàöiîíàëüíèì. Äîâåäiòü, ùî ñåðåä ÷èñåë a1, a2,. . . , a13 ¹ ðàöiîíàëüíå.

2. Çíàéäiòü óñi íàòóðàëüíi ÷èñëà N , ÿêi ìàþòü íå ìåíøå 4 íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ, i ïðè öüîìó
ñóìà êâàäðàòiâ 4 íàéìåíøèõ íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ ÷èñëà N äîðiâíþ¹ N . Âiäïîâiäü îá ðóí-
òóéòå.

3. Íà âiäðiçêó AB çàäàíî òàêó òî÷êó C, ùî AB = 3AC. �âãåí ïîáóäóâàâ ïàðàëåëîãðàì
ACDE, ïðè÷îìó AC = DE = CE. Ïîòiì âií ïîçíà÷èâ òàêó òî÷êó Z íà âiäðiçêó AC, ùî
∠AEZ = ∠ACE. Äîâåäiòü, ùî ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåíèé ç òî÷êè B íà ïðÿìó EC, ïåðïåíäè-
êóëÿð, îïóùåíèé ç òî÷êè D íà ïðÿìó AB òà ïðÿìà EZ ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

4. Çàäàíî íàòóðàëüíå ÷èñëî n > 2021. ×èñëà 1, 2, . . . , n2 âïèñàíî â êîìiðêè òàáëèöi n× n òàê,
ùî â êîæíié êîìiðöi íàïèñàíî îäíå ÷èñëî. Äîâåäiòü, ùî ìîæíà ïîçíà÷èòè n êîìiðîê, æîäíi äâi
ç ÿêèõ íå ïåðåáóâàþòü â îäíîìó ðÿäêó àáî â îäíîìó ñòîâï÷èêó, òàê, ùîá æîäíi ÷îòèðè ÷èñëà,
ÿêi ñòîÿòü ó ïîçíà÷åíèõ êîìiðêàõ, íå óòâîðþâàëè àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñiþ.


