
Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà þíûõ ìàòåìàòèêîâ, 11 êëàññ, 2019 ã.

I òóð

1. Çíàéäiòü óñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ
2 cos 2x

6− 3 cos 3x
=

cos 2x+ 1

cos 3x+ 2
, ÿêùî −π 6 x 6 π.

2. Ó ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC ó ÿêîìó AB < AC, òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíè BC, K �
ñåðåäèíà ëàìàíî¨ BAC. Äîâåäiòü, ùî

√
2KM > AB.

3. Ðîçãëÿíåìî òàáëèöþ m × n m, n > 2 (m ðÿäêiâ, ùî çàíóìåðîâàíi ÷èñëàìè 1, 2,. . . , m òà n
ñòîâï÷èêiâ, ùî çàíóìåðîâàíi ÷èñëàìè 1, 2,. . . , n), ÿêà çàïîâíåíà íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè. Íåõàé
bi � ÍÑÊ (íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå) óñiõ ÷èñåë, ùî ñòîÿòü â i-ìó ðÿäêó, 1 6 i 6 m i âèçíà÷èìî
÷èñëî B � ÍÑÄ (íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê) ÷èñåë (b1, b2, . . . , bm). Òàêîæ íåõàé cj ¹ ÍÑÄ óñiõ
÷èñåë, ùî ñòîÿòü â j-ìó ñòîâï÷èêó, 1 6 j 6 n, òà âèçíà÷èìî ÷èñëî C � ÍÑÊ ÷èñåë (c1, c2, . . . , cn).
×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî îáîâ'ÿçêîâî àáî B äiëèòüñÿ íàöiëî íà C, àáî íàâïàêè, C äiëèòüñÿ
íàöiëî íà B ?

4. Çíàéäiòü óñi äîäàòíi ÷èñåë x, y, z, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó íåðiâíîñòåé:
(x+ 1)(y + 1) 6 (z + 1)2,(
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+ 1

)(
1
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+ 1

)
6

(
1

z
+ 1

)2

.

5. ×è iñíó¹ çâ'ÿçíà ôiãóðà F , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êëiòèí 1× 1, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:
1) âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç s êëiòèí 1× 1 i íå ¹ ïðÿìîêóòíèêîì;
2) áóäü-ÿêèé ïðÿìîêóòíèê çàâáiëüøêè k × s, äå k > s ìîæíà ðîçðiçàòè íà ôiãóðêè, ùî ñïiâïà-
äàþòü ç F?
Ôiãóðà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êëiòèí 1×1, íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíîþ, ÿêùî ç áóäü-ÿêî¨ ¨¨ êëiòèíè ìîæíà
äiñòàòèñÿ áóäü-ÿêî¨ iíøî¨, õîäÿ÷è ÷åðåç ñòîðîíè iíøèõ êëiòèíîê ôiãóðè.

II òóð

1. Ñóùåñòâóþò ëè ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, x, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà a2+b2 = c2

è (a+ x)2 + (b+ x)2 = (c+ x)2?

2. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êîíåé ìîæíî ïîñòàâèòü íà øàõìàòíîé äîñêå òàê, ÷òîáû ñðåäè
ëþáûõ 6 êîíåé íàøëèñü äâà, êîòîðûå áüþò äðóã äðóãà?

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà óñëîâèÿìè a1=1 è an = an−1 + r2n ïðè n > 2, ãäå rn � îñòàòîê
îò äåëåíèÿ an−1 íà n. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî îäèíàêîâûõ ÷ëåíîâ ìîæåò èäòè ïîäðÿä â
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

4. Äâå îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q. Îêðóæíîñòü ω ëåæèò âíóòðè êàæäîé
èç îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, êàñàåòñÿ ω1 â òî÷êå K, êàñàåòñÿ ω2 â òî÷êå L è ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó
îòðåçêà PQ. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíûå ê ω â òî÷êàõ K è L ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé
íà îáùåé êàñàòåëüíîé ê ω1 è ω2.


