
Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà þíûõ ìàòåìàòèêîâ, 9 êëàññ, 2018 ã.

I òóð

1. Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó ðiâíÿíü â íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ x, y, z:
x3 − 6y2 + 27z = 132,

y3 − 9z2 + 3x = 125,

z3 − 3x2 + 12y = −68.

2. Â÷èòåëü ïèñàâ íà äîøöi öèôðè 123 . . . 8123 . . . 8123 . . . ïîñëiäîâíî ó âêàçàíîìó ïîðÿäêó äîêè
íå óòâîðèëîñÿ 2018-öèôðîâå ÷èñëî. Ïiñëÿ öüîãî Àíäðié òà Îëåñÿ ãðàëè â òàêó ãðó. Ïî ÷åðçi
(ðîçïî÷èíà¹ Àíäðié) âîíè âèêðåñëþâàëè ïî 2 öèôðè òàêèì ÷èíîì � ïåðøi äâi öèôðè ÷èñëà,
ùî çàëèøèëîñÿ ïiñëÿ ïîïåðåäíüîãî õîäó, îñòàííi äâi öèôðè, àáî ïåðøó òà îñòàííþ öèôðè òîãî
÷èñëà. Ãðà çàêií÷ó¹òüñÿ, êîëè çàëèøèëîñÿ äâîöèôðîâå ÷èñëî. Ïåðåìàãà¹ Îëåñÿ, ÿêùî öå ÷èñëî
äiëèòüñÿ íà 4, iíàêøå ïåðåìàãà¹ Àíäðié. Õòî ïåðåìîæå çà ïðàâèëüíî¨ ãðè îáîõ ãðàâöiâ?

3. Äîâåäiòü äëÿ äîäàòíèõ ÷èñåë íåðiâíiñòü:
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4. Çíàéäiòü óñi òðiéêè ÷èñåë (x, y, p), äå x òà y � íàòóðàëüíi, p � ïðîñòå, ùî çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíiñòü:
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5. Äàíî òðèêóòíèê ABC, ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð äî ñòîðîíè AC ïåðåòèíà¹ áiñåêòðèñó òðè-
êóòíèêà AK ó òî÷öi P ,M � òàêà òî÷êà, ùî ∠MAC = ∠PCB, ∠MPA = ∠CPK, i òî÷êèM òà K
ëåæàòü ïî ðiçíi áîêè âiä ïðÿìî¨ AC. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìà AK äiëèòü âiäðiçîê BM íàâïië.

II òóð

1. ×èñëà a è b � ðàçëè÷íûå öåëûå íåíóëåâûå êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 + px + q = 0.
Îêàçàëîñü, ÷òî ÷èñëî q− 2a ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà p+ b. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü
÷èñëî b?

2. Áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà ïðè âåðøèíå C òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò áèññåêòðèñó âíóò-
ðåííåãî óãëà ïðè âåðøèíå B â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà A ëåæèò íà äèàìåòðå îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BCK, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç òî÷êó K.

3. Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë çàäàíà îïåðàöèÿ ∗, êîòîðàÿ ïàðå öåëûõ ÷èñåë a è b ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå öåëîå ÷èñëî a ∗ b. Îêàçàëîñü, ÷òî

a ∗ (b+ c) = b ∗ a+ c ∗ a

äëÿ ëþáûõ öåëûõ a, b è c. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî a ∗ b = n · a · b
äëÿ âñåõ ïàð a è b.

4. Íà ïëîñêîñòè çàäàí ïðàâèëüíûé 2n-óãîëüíèê P . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà S, ëåæàùàÿ íà
ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíèêà P , âèäíà èç òî÷êè E, ëåæàùåé âíå P , åñëè îòðåçîê SE íå èìååò îáùèõ
òî÷åê ñ P , êðîìå S. Æåíÿ êðàñèò ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà â òðè öâåòà (âåðøèíû áóäåì ñ÷èòàòü
áåñöâåòíûìè) òàê, ÷òî êàæäàÿ ñòîðîíà ïîêðàøåíà ðîâíî â îäèí öâåò è âñå öâåòà èñïîëüçîâàíû.
Íàçîâåì ðàñêðàñêó õîðîøåé, åñëè èç êàæäîé òî÷êè, ëåæàùåé âíå ìíîãîóãîëüíèêà, âèäíû òî÷êè
íå áîëåå ÷åì äâóõ ðàçíûõ öâåòîâ. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ õîðîøèõ ðàñêðàñîê ìîæåò ïîëó÷èòü
Æåíÿ? Äâå ðàñêðàñêè ðàçëè÷íû, åñëè â íèõ õîòÿ áû îäíà ñòîðîíà âûêðàøåíà â ðàçíûå öâåòà.


