
Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà þíûõ ìàòåìàòèêîâ, 9 êëàññ, 2017 ã.

I òóð

1. Çíàéäiòü íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê íàáîðó ç 2017 òàêèõ ÷èñåë:

2017 + 1, 20172 + 1, 20173 + 1, . . . , 20172017 + 1.

2. Ó ÷åìïiîíàòi ç ãàíäáîëó âçÿëè ó÷àñòü 8 êîìàíä. Çà ïåðåìîãó íàðàõîâó¹òüñÿ 2 î÷êè, çà íi-
÷èþ � 1 î÷êî, çà ïîðàçêó î÷îê íå íàðàõîâó¹òüñÿ. ×åìïiîíàò ïðîõîäèâ â îäíå êîëî, òîáòî êîæíà
êîìàíäà çiãðàëà ç êîæíîþ ðiâíî îäèí ðàç. Ïðè öüîìó ãðàëè êîæíîãî äíÿ ïî òóðàõ, òîáòî ó
êîæíîìó òóði ãðàëè óñi êîìàíäè, ùî áóëè ðîçáèòi íà ïàðè. Ïiñëÿ òóðó ïóáëiêóâàëàñÿ òàáëèöÿ,
äå êîìàíäè ðîçñòàâëÿëèñÿ ïî ìiñöÿõ (ç 1-ãî ïî 8-å) âiäïîâiäíî íàáðàíèõ î÷îê. Êîìàíäè, ùî íà
äàíèé ìîìåíò àáî íàïðèêiíöi òóðíiðó íàáðàëè îäíàêîâó êiëüêiñòü î÷îê, ðîçïîäiëÿþòüñÿ ïî ìiñ-
öÿõ ïî äîäàòêîâèõ ïîêàçíèêàõ (îñîáèñòà çóñòði÷, ðiçíèöÿ ì'ÿ÷iâ òîùî). Â äåÿêèé ìîìåíò ïiñëÿ
÷åðãîâîãî òóðó âèÿâèëîñü, ùî óñi êîìàíäè íàáðàëè ðiçíó êiëüêiñòü î÷îê. ×è çìîæå íàïðèêiíöi
÷åìïiîíàòó ïîñiñòè ïåðøå ìiñöå êîìàíäà, ùî ó òîé ìîìåíò áóëà íà 8-ìó ìiñöi?

3. Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó ðiâíÿíü:


(
x2 + 1

)
y = z2 + 1,(

y2 + 1
)
z = x2 + 1,(

z2 + 1
)
x = y2 + 1.

4. � íàáið ç äåñÿòè êàðòîê, íà ÿêèõ çàïèñàíî ïî îäíié öèôði 0, 1, 2,. . . , 9. Àíäðié òà Îëåñÿ
ïî ÷åðçi (ðîçïî÷èíà¹ Àíäðié) âèáèðàþòü ïî îäíié êàðòöi òà ñêëàäàþòü ¨õ ïîñëiäîâíî çëiâà
íàïðàâî òàê, ùî ó êîæíîãî óòâîðþ¹òüñÿ ïÿòèöèôðîâå ÷èñëî (êàðòêó ç öèôðîþ 0 íà ñâî¹ìó
ïåðøîìó êðîöi æîäåí ç ãðàâöiâ âèáèðàòè íå ìîæå). Àíäðié ïåðåìàãà¹ ó öié ãði, ÿêùî ÷èñëî,
ÿêå óòâîðèëîñÿ ó íüîãî, äiëèòüñÿ íàöiëî íà 6. Iíàêøå ïåðåìàãà¹ Îëåñÿ. Êîæåí ç ãðàâöiâ ïðàãíå
ïåðåìîãòè. Õòî çà òàêèõ óìîâ ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái ïåðåìîãó?

5. Ó òðèêóòíèêó ABC âiäìi÷åíî öåíòð âïèñàíîãî êîëà I òà öåíòð IA çîâíi âïèñàíîãî êîëà, ùî
äîòèêà¹òüñÿ ñòîðîíè BC. Íåõàé òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíè BC, à òî÷êà N � ñåðåäèíà äóãè
BAC îïèñàíîãî êîëà △ABC. Òî÷êà T ñèìåòðè÷íà òî÷öi N âiäíîñíî òî÷êè A. Äîâåäiòü, ùî
òî÷êè IA, M , I, T ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

II òóð

1. Íàéäèòå âñå öåëûå a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

x2 + (2017 + a)x+ 2016a+ 4033 = 0

èìååò öåëûå ðåøåíèÿ.

2. Äàíà ïîëóîêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB è öåíòðîì O. Òî÷êà T âûáðàíà âíóòðè ïîëóîêðóæ-
íîñòè. Ïðÿìûå OT è AT ïåðåñåêàþò ïîëóîêðóæíîñòü â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ
BQ ïåðåñåêàåò êàñàòåëüíóþ ê ïîëóîêðóæíîñòè, ïðîâåäåííóþ â òî÷êå P , â òî÷êå R. Äîêàæèòå,
÷òî RT ⊥ BP .

3. Åñòü íåñêîëüêî âîåííûõ áàç, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû àâèàñîîáùåíèåì, ïðè÷¼ì ìîæ-
íî åäèíñòâåííûì îáðàçîì îò ëþáîé áàçû äîëåòåòü äî ëþáîé äðóãîé (âîçìîæíî, ñ ïðîìåæóòî÷-
íûìè ïîñàäêàìè). Íà íåêîòîðûõ áàçàõ ðàñïîëîæåíû êîìàíäíûå ïóíêòû. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ
áàçà (ñ êîìàíäíûì ïóíêòîì èëè áåç), íàõîäÿùàÿñÿ íà ïóòè îò îäíîãî êîìàíäíîãî ïóíêòà ê
äðóãîìó, ïîääåðæèâàåò ñâÿçü õîòÿ áû ñ îäíèì èç íèõ. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü äâå áàçû,
ñîåäèíåííûå ïðÿìûì àâèàñîîáùåíèåì, êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè ïîääåðæèâàþò ñâÿçü ñî âñåìè
êîìàíäíûìè ïóíêòàìè. Áàçà, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ êîìàíäíûé ïóíêò, ïîääåðæèâàåò ñâÿçü ñ
ýòèì êîìàíäíûì ïóíêòîì.

4. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

(m− n)mn = mn · nm.


